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преди сл овие к р усском у  
изданию .

В русском издании предлагаемой 
книги, по сравнению с немецким ори­
гиналом, сделаны лишь небольшие 
изменения: опушены формулы мало­
употребительные: привнесены, наобо­
рот, формулы, имеющие большое при­
менение и почему-либо не помещенные 
в немецком тексте; введены обозначе­
ния. принятые в русской литературе; 
не приведено предисловия автора 
к немецкому изданию, как не пред­
ставляющее интереса для русского 
читателя.

Так как настоящая книга является 
только справочником, то все формулы 
даны без выводов и объясйений. 
Выводы же и объяснения приведены 
в соответствующих выпусках этой 
серии,

И. Тарасов.





Арифметика.
С лож ение и вычитание.

a - \ - b  — s  Соединение нескольких 
чисел в одно число называется дей­
ствием с л о ж е н и я .  Числа, которые 
йаны (а, Ь), т.-е. те числа, которые 
должны быть соединены в одно число, 
называются с л а г а е м ы м и ,  а иско­
мое число (s), т.-е. то число, в кото­
рое должны быть соединены данные 
числа, называется суммою.

а — b =  d. Вычесть одно число из 
другого, это значит найти такое третье 
число, которое будучи сложено с пер­
вым — даст второе. Искомое число (d) 
называется р а з н о с т ь ю ,  число из 
которого производится вычитание (а), 
называется у м е н ь ш а е м ы м ,  а 
число, которое вычитается ( 6) — в ы ч и- 
т а е м ы м.

1) а - \ - Ь ^ Ь - \ - а
2) (а +  6) +  с =  (а + с )  - f  8 =  

=  (6  +  a l - f c  =  (6 +  c) + а  = ( с  +  а) +  
- |-6  =  {с+-6) +  а  =  а 4 - * Ч - с



3) (a-{-b)-\-(c-\-d) =  a \ - b - \ - c - { - d
4) ( a - b ) - y b  =  a - b - \ - b  =  a
5) ( а - у Ь )  — Ь =  а - у Ъ  —  Ь =  а 
в) a ~  ( 6 +  c) =  a — b — с
7) a — b — c = a  — c—  b ~ a  — {b-\- 

+  c3 =  a - ( c  +  6)
8) a — (b —  c) =  a - - b - { - c
9) ( a - b ) - y { c - d )  =  {a +  c ) -  

~ { b  +  d)
Щ  a —  b — [a -f- c) — (5 +  c) =  

(a  — c) — (5 — c)
11) a — a =  Q
12) a  +  0  =  e
13) a  — 0 =  a 

Если b, TO
14) ( + a ) - ( + 6 )  =  +  ( s - * )
15) ( 4 - a) _ ( _ & )  =  +  (« +  *)
16) ( -  a)  -  ( +  5) =  _  (a 4- b)
17) ( _ a ) - ( - * )  =  - ( a - 6 )
18) ( +  a) 4  ( —  a )  =  a — a —  0
19) а +  а  +  д +  й =  4а
20) — a — a  — e  =  — 3a.

У множ ение.
У м н о ж и т ь  одно число на дру­

гое, это значит составить из первого 
числа третье число так, как второе 
составлено из единицы.



Действие умножения обозначается 
следующим образом; а Х Ь ,  или а ■ Ь 
или просто аЬ — с.

То число, которое умножается {а), 
называется м н о ж и м ы м ;  то число, 
на которое умножается (6), называется 
м н о ж и т е л е м ;  то число, которое 
получается в результате перемножения 
первых двух, называется п р о и з в е ­
д е н и е м  (с). Весьма часто множимое 
и множитель называют одинаково с о- 
м н о ж и т е л я м и .

1) 1 а  =  а; З а  — а 4 - а - \ - а
2) (а -f-5) с =  ас-\ -Ьс
3) (а — Ь) с =  ас — Ьс '
4) +  Ь) ■ (с +  d) =  {а +  Ь)с-\-
(а Ь) d  =  ас +  ad  -\~ Ьс bd
5) ( a ~ b )  (c +  d) =  {a —  b )c- { -  

- \ - ( a ~ b ) d = a c - \ - a d —- b c — bd
6) (а - f  b) (с — d) =  {a +  b) с — 

— (a -f- 5) d  =  ac — ad  be — bd
7) {a — b) {c -  d) =  (a -  b) с -  

— [a — b) d  =  ac — ad  — bc A -b d
8) ( a - { - l ) b = a b - \ - b
9 ) {a — I) b =  ab -  b

10) \ a- \ -b)  (c — l )  — ac-\- be — a — b
11) {a — a) ( c- \ - l )  =  ac — bc~{-a— b
12) (a — 5) (c — l ) = a c  — 5 c — e - f  6
13) ab =  ba



14) в • О -= О
15) (4 - а) ■ (4 - Ь) или (— а) • (— 6) =  

=  +  аЬ,
16) ( - f a )  ( - 6) или (— я) ■ ( + 6)== 

=  — аЬ.

Д еление.
Действие деления обозначается 

следующим образом: а : Ь — q или
а

Р а з д е л и т ь  одно число на дру­
гое, это значит найти такое третье 
число (q — ч а с т н о е ) ,  которое, 
будучи умножено на второе (й — д е л и ­
т е л ь ) ,  даст первое (я — д е л и м о е ) .

1)
а , аЬ
т • Ь или - г  =  0 ■ а

2) аЬ ^ Ь ^ • а
с ~  с ~  с

3)
а а 1 а

Т * ^ “  У  ’ с ~  Ьс

4)
а а ■ с а : с
Т ~  Ь ■ с ~  Ь: с

5)
а с ас

Т ' d

6)
а с ad

Т ' Id ^ Т с



7, “  +  =
’ с с с

8)
С С С

9) ц +  А  =  2 £ + *  
' с  с

, 0)
С

1 ==И ) 1  +

- ) у
13) }

1 1 ft  —  о  л  —  ft14)

15)

ft- -  

a-^ft
18) 2 - ^ 4

19)

1 =
ft ’

1 а  +  ft
т ~ аЬ
1 Ь — а
ь ~ аЬ —
с a d +  be

т ~ bd
с ad be
d ~ bd

1 1 2a  +  ft
— a  +  ft



_  5 “
b — а

ъ

21)  —  = 0  
 ̂ а

22) 1 - ^ с о

23) ^ и л и  - 2  =  +  |

24) ± ^ и л и

В озв еден и е в степень.
о* =  аааа; =  а; 1“ =  1.
Возвести число а в степень п, это 

значит умножить число а само на себя 
п раз (число п предполагается целым 
и положительным). Число а назы­
вается основанием с т е п е н и ,  п — 
п о к а з а т е л е м  с т е п е н и ;  число а” — 
с т е п е н ь ю .

1) ( - f  а ) " =  +  а "  '
2) (— а )” =  +  а”, если п есть 

число четное,
3) (— а)” =  — а' \  если п есть 

число нечетное.



4) (яй)'* =  а» ■ Ь»
! a Y  я"

5)

6) я™, я"  = я ’” -^" ,

7) я ”‘ : я ” = - " ^ =
а

8) я" +  1 : й» =  А
9) я ” : я" -  1 =  Я

я" \ а ,
11) (я ’” )” =  я’"’‘
12) яо =  1,
13) З я » =  3; (Зя)» =  1,

14) — о.~" = — ;;-(см.равен­

ство 10)

15)
16) ( я " + Т  = я ® " - я -

17) =
18) я - ^ - я - * '  =  я - ( ’̂ +''>

19) 4 п 7 =  " ^ + ’'
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1
д» г  у

2 1) [ a - ^ ) y  =  a - ^ v
22) { а ^ ) - У  =  а - ^У
23) { а ~ ^ у  У=.а’=У

I 1 \  — ”
2 4 ) ( ~ )  = а «

25) (a +  ft)3 =  as +  2aft +  ft=
26) {а -  ЪУ =:̂ аГ- — 2аЬ +  Ь"‘
27) а» —  ftii =  (д  +  й) (д _  ft)
28) (а  +  ft +  с)’ =  а'* +  ft'* - f  с= -I- 

+  2aft +  2ac +  2ftc
29) (а +  ft — с)** =  а** +  ft'* +  с'* +  

+  2aft — 2ас — 2Ьс
30) (а +  ft)3 =■ дз _|_ SflSft 4 . заЬ ‘2 4 . /,:!
31) (а  — ft)3 =  аЗ — 3a**ft+3aft2 -  Ь-
32) аЗ +  ft3 =  (в +  ft) (а* — aft +  ft^
33) аЗ -  fts =  (а — ft) (а* +  aft +  ft'4
34) (а +  ft)-* =  а* +  4a3ft -I- ба’6'* +  

4- 4aft3 +  ft4
35) (a +  ft)5 =  a5 +  5a^ft +  lOaSft" +  

+  10a»ft3+5aft-‘ +  ft5.

Корни.
И з в л е ч ь  корень степени п из 

числа а — это значит найти такое 
число ft ( к о р е н ь ) ,  которое, будучи 
возвышено в степень п ( п о к а з а -



— 13 —
о

т е л ь  к о р н я ) ,  даст число а  ( п о д ­
к о р е н н о е  к о л и ч е с т в о ) .  

Действие извлечение корня изобра-
П

жается следующим образом: У а ~ Ь .
В силу определения извлечения 

корня — между числами а, Ь я  п сущ е­
ствуют следующие соотношения:

У а  =  Ь- Ь” ==а; ( / j J
П п  ^  Зп-1-1

1) 1^1 =  1; 1^0  =  0; / 1 = 1 ;
2n-i-l

У ^ 1  =  - 1
2п+1__ _

2) V  0 ' **+  ̂ =  а
2п+1 

П )1 п

3) У а Ь =  / Т  ■ | / 5

/  Ь

5) W ”‘ = . [ V a



vp
mpV ^ "  =  V d

m ,  n ,--------- ̂ *1 /  M I  /  »>̂ WIH
] /  У 4 Г  =  ] /  / Т  =

8) К а ’ ^ с ь я ,  ' / ( a - f * f = i ( a + * ) -  

Н е в е р н ы е  р а в е н с т в а :

Ya^  - f  b\ =  я +  Й; ■/яЗ +  б'з =  я +  й

9) ( У Т + / Й )  ( f

1 0 )  ( я + у Т ) ( я - у ^ й )  =  я ’ - й  

И)  { Y a Y b )  { Y a  — b) =  a — b̂

12) { Y d ±  У Т У  =  а ± 2 \ / Ш А -  b.

П р и м е р  и з в л е ч е н и я  к в а ­
д р а т н о г о  к о р н я :

Y  12 '53 'ie =  354

65
5

704
4

353
325
'2816
2816



О с в о б о ж д е н и е  о т  и р р а ц и о ­
н а л ь н о с т и  в з н а м е н а т е л е ;

д: X ■ У а  х У а
y d - У а

■ 1

” ^ а
У

14-) ^  ^  х (  / я  ЦТ У Ь  )
У  а ± У  Ь ' а — Ь 

С т е п е н и  с д р о б н ы м и  п о к а ­
з а т е л я м и .

т X tn ■ — wi
1 ) я * = 1 / ^ ;  я“ ^  =  я ~  =

т  X________  — АГ  

_  1
X

У~У^
и» т

2) 1” = 1 ;  О” = 0
Ш р  ” * I ^

3 ) о ^ - я «  =  я "  ^
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»н р  т  р

4) а ” ; аУ =
т  т  гп

3) ( а 6 ) " = а ^ - й "
т  т

в)
 ̂ \  ft /  да 

ft”
/  “ \ £  2!?

7) U ” / «  = а " ?  .

Мнимые и комплексны е числа.

1) V —  1 =  7 (мнимая единица).
2) У —+  =  y Z l '  . У Т  =  7 у  а

(мнимое число).
.3) а  +  ft/ (комплексное число).

i  =  / г * " =  +  1

7̂  =  — 1 7^" +  t =  +  7
• з _ _ .  7 4 „ + a ^ _ j

/* =  + ]  + ’ +  з = _ /

4)

5) У - а  • У  — ft =  7 - 1 / aft- 
=  -  Y T b



6) ( V ^ y  = - a

7) v  =  - 7I
a8) ^

У  ~ _ a

• > Й = - У |
У - я

Г -
11) { а - у ы )  (я — Й0  =  я ’ +  Й’

10)
У = Т  к  Й

12) 
где г  =

13) я :с  Ы =  г  (cos qj ±  /  sin <р), где 
г  =  У я ’ + У .

/
Логарифмы.

Л о г а р и ф м о м  числа Ъ по о с н о ­
в а н и ю  о называется показатель сте­
пени, в которую надо возвысить осно­
вание я, чтобы получить число Ь. Если 
обозначить логарифм числа Ь через с, 
то между числами а, Ь к с будут 
существовать следующие соотношения:

I g a  *  =  с ;  а с  —  Ъ.



1) lg(aft) =  lg a  +  lgft

2) l g y = l g «  — Ig*

3) Ig a ” =  n ig a

4) Ig У а  =

5) l g „ a  =  l
6) i g y  =  0

'7) Igo 0 =  +  CO; +  CO , если a >  1 
и — CO , если a  +  1.

3a основание десятичных или 
Б р и г г о в ы х  логарифмов прини­
мается число 10; вместо Igioa пишется 
обыкновенно просто Iga. Основанием 
натуральных логарифмов служит число 
е =  2,7 1828 1828 459... Вместо Ig^a, 
пишется обыкновенно сокрашенно 1па.

8) Обрашение десятичного лога­
рифма в натуральный:

а) In 10 =  Ig , 10 =  =

 ̂ ■ =  2,30259...
~  0,43429... 

b ) I n a ^ l g . a  =  ^ ^ l g i o « - 2,30259..
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Пропорции.
Равенство д в у х  отнош ений, а:Ь =

—  c:ci,  называется пропорцией. Числа 
а, Ь, с н d  называются членами про­
порции; члены a n d  называются 
крайними, а члены б и с  средними 
членами пропорции.

Из пропорции а : Ь =  c : d  следует:
1) а : с  =  Ь :d  

b : a = d : c  
b : d  =  a : c
с : а  =  d'. b 
c : d  =  a : b  
d : b  =  с: a 
d : c = b : a  

2J ad =  bc
be . be ad

ad

4) m a : m b  =  e:d-, m a \ b  — m c :d  
И .  T.  Д .

5 ,  -  : ft  =  — - - r f H T .  Д.
n n ’ n n

6) ; b” =  e " : d"
n  <» II _  и

Y a  : Y b  =  Y e  : Y ' ^



8) П р о и з в о д н ы е  п р о п о р ц и и :
a) а \ ( а Ь )  — с \ (c - f  d)

или
(а +  Ь): Ь = { с  +  d) : d

или
(а +  й ) : а  =  (с +  d ) : с;

b) а : { а  —  Ь) =  c:{c— d)
{а — Ь): а =  {с — d) \ с 

С) ( я - |- й ) : ( а  — й) =  (c - fd ) :( t:  — d).
9) Из непрерывной пропорции

а'. X  — х \  Ь
следует:

X  =  У й й

( с р е д н е е  г е о м е т р и ч е с к о е ) .
С р е д н и м  а р и ф м е т и ч е с к и м  

двух чисел я и й называется половина 
суммы этих чисел:

10) Из пропорций я  ; Ь =  с : X
а : Ь =  с : у

следует: х  =  у.
11) Из пропорции я : Ь =  с : d,

> ,
при условии а ~  о,

имеем: c = d
<



12} Из пропорций: а : Ь =  с : d  
e : f  =  g  : h 

будем иметь: ае  : b f =  eg : dh  
и

а , b _  с . d
е" ■ 7  ~  g  ■ 7  ■

13) Из пропорций a : b  =  c : d  
х : Ь  =  с ' .у  

следует: a \ x = y . d .

А риф м етическая прогрессия.
А р и ф м е т и ч е с к о й  прогрес­

сией называется такой ряд чисел, 
в котором каждое число, начиная со 
второго, равняется своему предше­
ствующему, Сложенному с одним 
и тем же, постоянным для этого ряда 
числом, называемым разностью про­
грессии.

Обозначения; Я] — первый член, 
d  — разность прогрессии; я„ — «-ый 
член прогрессии; п — число членов 
прогрессии; — сумма п членов про­
грессии.

К  =  «i-f- ( n - l ) d

+  [2flj-f (л— l) d ] n



Применяя эти формулы к ряду, 
составленному из последовательных 
целых чисел ( я = 1 ,  d = l ) ,  будем 
иметь:

Для ряда нечетных чисел (а =  1, 
d =  2) получим:

й„ =  2 п — 1; s„ =  

и для ряда четных чисел (а =  2; d  =  2):

«я =  2 и; s^ =  п ( п +  1).

1. Формулы для вычисления сум­
мы ;

1) Даны а^, d, п:

„ _  [2 a i+ (« — l)d ]/z
« я  2 ■

2) Даны я^, d, о,, :

« я  +  “ 1 , +  « i )  ( а „  -  « 1 )

^ « = “ т  + ---------------------------
3) Даны я^, я, я„ :

(%  +  « „ )  и
—  --------------- Г "  —  *



4) Даны d, п, а„ :
\2а„ -  { n - ) ) d \ n

s« -  2
П. Формулы для вычисления и-ого 

члены прогрессии:
1) Даны «1, d, п:

я„ =  Я; - f  (л — 1) d.
2) Даны Я1, d, s„ :

4 .  =  -  I  +  V  («1 -  +  2rfs„ •

3) Даны fli, л, s„ :

2 s..
— я , .

” л
4) Даны d, л, s„ :

„ _ s « ,  (« —
“  л "Г '  2

III. Формулы для вычисления пер­
вого члена прогрессии (flj):

1) Даны d, п, а„ :
ai =  a ^ - ( n — l)d.

2) Даны d, л, s„ :
s„ ( n — \ ) d

— я 9
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3i Даны d, a „ ,  s ^ :

(“n + 4 ) ^  -  2 r f s ,, .

4) Даны n, a ^ ,  s„:

2 ^ „

IV. Формулы для вычисления раз­
ности d.

1) Даны йу, п, :

—  «1 
' п -  f -

2) Даны Су, п, :

d  =  — " “  " " i /
/г  ( «  —  1 ) “  ■

3) Даны ay, п „ . s„ :

 ̂_  («и +  " l) («« — «т)
2-?„ -  (й„ +  аО

4) Даны п, а  „ , :

2 (л а„  -  s „ )

“  / г ( л — 1 )
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V. Формулы для вычисления числа 
членов я:

1) Даны Яу d, я„ :

я =  1

я =

d
2) Даны flj, d, ;

( d - 2 f l i ) l±  Y  (2я1 — d ) 2 +  Sds"
2d

3) Даны Я1, я „ , у „  : 
2«„

я =  — i------
«! +  «„

Я  =

4) Даны  d, я„  , :

(2я„ +  d) ± У (2 я „  +  d ) 2 -  8d5„

2d

Г еом етрическая прогрессия.
Г е о м е т р и ч е с к о й  прогрессией 

называется ряд чисел, в котором каж­
дое число, начиная со второго, рав­
няется своему предшествующему, умно­
женному на одно и то же, постоянное 
для данного ряда, число, называемое 
знаменателем прогрессии.

Обозначения; я^ — первый член 
прогрессии; ^ — знаменатель прогрес­



сии; я — число членов прогрессии;
п -  ый член прогрессии; 

s„ — сумма п членов.

1) « „ = « ! ■  q'^-^

2) 5  -  -
-7 -1  -  q - 1

1 - . д «  a i - a „ q
1 1 -  q  ̂ -  A - q  -

3) 1 4 х + х2 - | - д:3_|_д;4_^_ . . =

1 — X
1 — Х + х З - х 8  +  х 1 - . . .  =  

1
1 + X

(для |х |* ) < 1 )
X ж® _  ^

’ я  ' " ГяЗ
я

(для < 1 )

■«2
а

(для < 1).

С имволом  |д;) об о зн ач ается  а б с о л ю т  
н а  я величина чи сла х.



1. Формулы для вычисления сум- 
' 1̂. :

1) Даны Я(, q, п:
ау {q« -  1)

=  •

2) Даны Оу, q, а„ ;
a„q -  ay 

q — l '
3) Даны «1, л, а„ :

П - \  ___  М -1

V . :  -  V J
«- 1 п—1
■ у я 7 -

4) Даны q, п, а„

(Я" —  1)
=  ---------------V T -

(Я -  1J 9
II. Формулы для вычисления л-ого

члена (а„):
1) Даны ау, q, п:

=  «1
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2) Даны «J, q, s„ :

a —"я  -  ^  - -

3) Даны q. n, :

“"  =  - 7 ^  ■
III. Фоомулы для вычисления пер­

вого члена прогрессии:
1) Даны q, п, я„:

Лп

2) Даны q, п, s„:

q ' ^ - l
3) Даны q, а„, s^:

a i ^ a „ q  — {q — \ )s„.
IV. Формулы для вычисления зна­

менателя прогрессии (q)\
1) Даны а „  п, я„:

?я =  ■ '  "» 
"  а.



2) Даны ay, а„, s„: 
s „ -  ay

q = Sn— a„
V. Формулы для вычисления числа 

членов (п):
1) Даны ау, q, а„:

lg « „  - l g « i  , ,
л =  ,---------------4  1.

•g9
2) Даны Oj, q, s„:

n =  *g 1̂ 1 +  19 —  1) ^nl — Ig . 
>g9

3) Даны ay, a„,

Ig^n — I g^ i
■g fs„ — «! ) — Ig ( s „— a„)

4) Даны q, a„, s„:

„ ‘S 1+ ( 9 - 4 -  1
>g9

Проценты.
Обозначения: a — капитал; z — про­

центные деньги; /7 - - проценты; t  — 
время в годах:

=



100 г2) я  =  -

ар

Вычисление слож ны х процентов  
и рент.

а — первоначальный капитал; Ь — на­
ращенный капитал; р  — проценты;

=  1 +  процентный множитель;

t  — время в годах; г  — рента.
1) Формула для вычисления суммы 

в которую обратится капитал через 
t  лет, отданный в рост по р  сложным 
процентам:

Ъ =  aq ‘.
Отсюда следует:

Ь .

t  ,

Я

^ _ \ g b - \ g a



2) Формула для вычисления суммы 
в которую обратится первоначальный 
капитал, отданный в рост по р  слож­
ным процентам, если в конце каждого 
года к капиталу будет причисляться 
(или от него отниматься) рента г. Если 
первоначальный капитал будет исчер­
пан в течение t  лет, той  =  0. В общем 
же случае:

q — \

3) Формула для вычисления суммы, 
которая получится в конце t -oro  года, 
если в конце каждого года будет допол­
нительно вноситься сумма в г  рублей:

q -  1
Если взносы будут производиться 

в начале каждого года, то формула 
будет иметь вид:

ь =  ' g 1) . 
q - 1

4) Формула погашения капитала 
повторной рентой в конце каждого 
года п раз:



5) Формула погашения капитала 
постоянной рентой: 

г
, л =  оо.

q - \
6) Формула погашения, когда капи­

тал а должен быть погашен или упла­
чен в t  лет в размере х% :

,  X q ^ - \ .
<>9‘ =  % О 0 -  9 - Г

q — здесь тот же множитель, как 
и выше, следовательно, и размер про­
центов тот же, т.-е. р.

Ариф метические ряды высших 
порядков.

1) Фигурные числа:
1 порядка:

1 2 3 4 5 6 7 8 . . .
2 порядка:

1 3 6 10 15 21 28 . . . 
(тригональные числа)

3 порядка;
1 4 10 20 35 56 84 120 ■

(пирамидальные числа)
4 порядка:

1 5 15 35 70 126 210 330 . . .

Математические формулы, 2



я — ый член ряда фигурных чисел:
1 порядка:

[■^nli =  "i
2 порядка:

, 7  1 п ( "  +  1 ) .
^ 2 ’

3 порядка:
, 7 1  _ я ( л + 1 ) ( я - ( - 2 ) .

-  Г Т Т Т  3 ’•
р —ого порядка:

[7  1 +
' 1 ■ 2 ■ 3 . . . (/7— 1) я  ■

2) Формула суммы квадратов п 
первых чисел:

я ( я + 1 ) ( 2 л - И )  
'З

3) Формула суммы кубов я  первых 
чисел:

V  „3 -  [ ^ ± 7 1 1 *
1 • 2 . •



Т еория соединений.
I. П е р е с т а н о в к и .  Число пере­

становок из п  различных элементов 
определяется формулой:

\ ) P { t i )  =  1 • 2 • 3 • • • ■ (я — 1) л =  
=  я! (читается я  — факториал).

Если среди я  элементов найдутся а 
э.'юментов одинаковых между собой, 
далее р  одинаковых и у тоже одина­
ковых между собой, то число пере- 
c i a H O B O K  выразится формулой:

а\ р\ у\ ■

Если я  элементов 'разбиваются на 
«•с группы из: р  и я — р  одинаковых 
между собой элементов, то формула 
кисла перестановок будет иметь вид

я (л — 1' (”  — 2) . . ■ (я — р  - f - 1)



- s e ­

ll. С о ч е т а н и я .  Число сочетаний 
из п элементов по т  элементов в каждой 
группе (без повторений) определяется 
формулой:

_ п ( п - \ ) { п - 2 )  . . Л п - т ^ \ )  _
Г . '2  . 3 . . . m -

п!
т\ (п — т)\

Число сочетаний из п  элементов 
по ш в каждой группе — с повторе­
ниями — выражается формулой:

04 г>,т _  п{п + \ ) { п + 2 ) ... ( r a- f / r t - l )С „ -  . .

III. Число размещений из п элемен­
тов по ш элементов в каждой группе 
без повторений определяется ф ор­
мулой:

1) Л”  =  л ( л -  1 ) ( я — 2) ... (я — т  +  1)

Число размещения из л элементов 
по /я в каждой группе — с повторе­
ниями — выразится формулой;

2) =  л”  .



\ Р азл ож ен и е в ряды степеней  
двучленов .

( Б и н о м и а л ь н ы е  р я д ы . )
1) Показатель степени п есть целое 

положительное число.

а) (а -(- 6)”  =  a'  ̂ +   ̂ Ь +

+  а " ' =* +  . . .  +

+  * ' « + . . . +

+  С„"~^ а® 6”- ^  + С / -   ̂ 2 4-

+ С „ " - 1  а  6"- 1 4 -  6« =  а "  4 - Й4-

+ ” < " 4 1 - ' . - ' » . +

^  1 • 2 ■ 3 ... ( я - 3 )  “ » +
л ( л - 1 )  (л— 2 ) .. .3  2 ,,« - 2  ,

+  1 2 - 3 . . . ( л - 2 )  +



я  ( л - 1) ( л - 2 )  ...2  1
+  1 . 2 . ; . ( я - 1 ) '  + *  =

_ ^ я ( я - 1 ) ( я ^ ^ . „ з ^ з ^ - . +

I л (л — 1 ) ( я -2 ) , . . ( я - я 1 + 1 )  „
+ ----------- 1 ' 2 : з : : т ---------- “  * +

л ( л - 1 ) ( я - 2 )  ,  ^
+ ••• +  Г г Т з  “  ’’ +

+  " ^ ^ а Ч " - ^ + \ а Ь ' ' - ^ ^ Ь \

Ъ) ( а - 6 ) ” =  а” -  +

я  ( л - 1 )  2 2
+  -Г Г 2  « * -

я ( л - 1 ) ( я - 2 )  2 3
 ^ 1 " .2 -3 ‘" "  & + -  +  - . . .

2) Для дробного положительного 
или отрицательного л, при условии



_ i < x <  +  l,  выражение ( 1 Р®*'
лагается в бесконечный ряд следую­
щего вида:

.« -1( 1 + . . Г  =  х ” +  у д .

+  1 . 2 - ^  +
, л ( л -1)  ( л - 2 )  ,„_з ,

+

Р азл ож ен и е в ряды п ок азател ь­
ных и логариф м ических ф унк­

ций.
г . , - c ln a  , (х1па)2

1) а^ =  1 +  ^ , -  + — 2 Т ^  +

_(- ^  ^  . (сходится при любом
З! ;

значении х).

2) ^ = 1 + 5 ! +  | т +  |  +  ̂  +  -  =
=  2 ,7  1828 1828 45...

3 ) . ^  =  1 + ^ + ^ 4 - ^ - Ь . . .  (схо­

дится при любом значении х).



4 ) 1 п ( 1 + ж ) = х - ^ + - | - - - ^  + . . .  

(сходится при условии —
5) l n ( l - j : )  =

дится при условии — 1 й д : <  +  !)•

6) 1п
Х5

- + i - + X  +

(сходится при условии

1 > х >  -  1).

+

7) In а; =  2 

1 / х - 1 \

х — 1
д г + 1 3 и + 1 /  ^

+  • (сходится при усло-
5 Va:- |-  1 /

В И И  0 < л : < о о ) .

8) In (а -\-Ь) — In а  =

=  2 2 а - \ - Ь ^  3
1

+  У
ь Y  

i.2a +  67

2а -\ -Ь) +



Р азл ож ен и е в ряды тригоно­
м етрических и обратны х кру­

говы х ф ункций.

1) cos X  =  1 . 4 -
2! ^ 4! 6!

X измеряется в дуговых мерах. 
Сходятся для всех значений х

( —  с о  <  4 : <  4 -  о о ) .

cos х +  i s i n x =  “

cos X  — г sin л; =  е 
е ‘̂ + е ~

COS  дг =  -  -

е‘̂  -  е - ‘ 
s , n x ^  - 2 7  '

(cos X  ±  i  sin х)"  =
=  cos п х  ±  г sin п х  (теорема М о а в р а).

12) arc sin X =  X 4-  4 -

J L  _3_ ^  , 1 _3_ 5 
2 ■ 4 ■ 5 2 .' 4 ' У

(сходится при условии 1 > х > — 1).

7 - Г ”



ON * •*'*1 I3) a r c t g . r  =  x - -  +  - —

(сходится при условии 1 > х >  1).

^ ) T - a r c t g l = l - |  +  | - | + . . .

(ряд Л е й б н и ц а ) .
Для вычисления числа п  можно 

пользоваться следующими формулами:

a) ^ = 4 a r c t g 4 - - a r c t g 2 ^ g

b ) ^  =  8 a r c t g  ™ - a r c
1

— 4 arc  tg
515

Уравнения.
I. У p a в н e н и я п e p в о й с т е п е н и ,

а) С одним неизвестным.
1) Из уравнения: получаем:

х - ^ а  =  Ь х  — Ь — а
X  —  а  =  6  X  =  а - \ -  Ь

а х  — Ь Ь

-  =  Ь ^ "  иа  X  =  аЬ
а х  =  О X =  О

& ( х ~ а )  =  0 х  — а
а х  Ьх сх О X =  О

а ( х  -  d ) - \ -Ь ( х — d) =  c {x— d) x  =  d



b) Система уравнений с двумя не­
известными.

Из системы уравнений: 
а х  by =  с

с — ах
У =

У  =
1) Способ сравнения:

Ь
Cl — aix

- а х 1̂ -  .
b 6i

2) Способ подстановки:

a x  +  b . ^ - i ^  =  c.

3) Способ сложения и вычитания:
аЬхХ-\- ЬЬ^у =  cbi 
а^Ьх ЬЬ^у =  c-ip 
x(abi  —  a^b) =  cbi —  c^b

_  cbi — c^b 
^  ~  abi — ayb '

II. У р а в н е н и я  в т о р о й  с т е п е н и .
1) Неполные квадратные уравнения:

а) ах^  -j- с =  0; х



b) ax^-\-  bx  =  0\  x ( a x - ) - 6 ) — 0;
b

x i  =  0; xg =  -

c) a x 2  =  0 ;  x  =  0 .

2) Полные квадратные уравнения:
a) x ^ - \ - p x - \ - q  — 0\

" " U V —  Ч',

b) ax^ +  6x -|- с =  0;
— b ± Y  & 2 _ 4 a c

2a
111. У р а в н е н и я  т р е т ь е й  с т е п е н и :

a) Из уравнения х^  =  а получаем:

x .  =  f  л,

b) Полное кубическое уравнение:
хЗ +  ахЗ +  йх +  с =  О .

1
Если положим X =  у - ^  ^ « .  то 

данное уравнение примет вид:
у '^ + З р у  +  2^ =  0 ; ■



полагая теперь у  =  u - j - v  и к® -j- гР -j- 
- f  2^ — О, будем иметь:

ы =  К -  9 +  V  9'  ̂+  Р'^
3__ _____________________________

г/ ^  К  -  9 —  /  9  ̂+  р-*.
Следовательно,
V j  = =  и  - f  V ,

y^ =  — p - \ V ^ k u - v ) .

X «

2 “  
О . =<

О  S'

Геометрия на плоскости 
(планиметрия).

1. У г л ы .  Все прямые углы (rf) 
равны между собой.

Прямой угол является мерой для 
других углов. Угол, меньший прямого, 
называется о с т р ы м ;  угол, больший 
прямого,—т у п ы м.

Смежные углы в сумме составляют 
два прямых угла (2rf).

Вертикальные углы равны между 
собой.



Если две прямые линии будут пере­
сечены третьею, то образующиеся при 
этом пересечении углы будут обладать 
следующими свойствами:

а) будут равны попарно соответ­
ственные углы;

. Ь) будут равны попарно внешние 
накрестлежащие углы;

. с) будут равны попарно внутренние 
накрестлежащие углы.

. d) Сумма внутренних односторон­
них углов будет составлять 2d\

,е )  сумма внешних односторонних 
углов будет составлять 2 d.

2. Т р е у г о л ь н и к .  Во всяком  
треугольнике:

сумма длин двух сторон больше 
третьей;

разность длин двух сторон меньше 
третьей;

внешний угол равен сумме двух 
внутренних углов, с ним несмежных; 

сумма углов равна 2 d\
В р а в н о б е д р е н н о м  треуголь­

нике:
углы при основании равны; 
высота делит основание и угол при 

вершине пополам.
Равнобедренный треугольник вполне 

определяется:



a) при помощи двух сторон .(не­
равных);

b) при помощи стороны и одного 
угла.

В р а в н о с т о р о н н е м  треуголь­
нике каждый из углов равен d  + 
=  60° .

Равносторонний треугольник опре­
деляется вполне при помощи одной 
стороны.

В п р я м о у г о л ь н о м  треуголь­
нике:

квадрат гипотенузы равен сумме 
квадратов двух катетов (теорема 
П и ф а г о р а ) ;

квадрат высоты, опущенной из 
вершины прямого угла на гипотенузу, 
равен произведению длин отрезков, на 
которые высота делит гипотенузу.

Прямоугольный треугольник вполне 
определяется:

a) при помощи двух сторон;
b) при помощи стороны и одного 

из острых углов.
Д в а  т р е у г о л ь н и к а  р а в н ы ,  

если имеют соответственно равными:
a) по две стороны и углу, заклю­

ченному между ними;
b) по одной стороне и двум при­

лежащим углам;



с) если три стороны одного тре­
угольника соответственно равны трем 
сторонам другого.

Треугольник вполне определяется 
при помощи задания т р е х  составных 
частей, среди которых должна быть 
дана по крайней мере хоть одна 
сторона.

Во всяком треугольнике против 
большей стороны лежит и больший 
угол.

3) М н о г о у г о л ь н и к .  Число 
диагоналей, проведенных из одной 
вершины многоугольника, имеющего я 
сторон, равно я  — 3; эти диагонали 
разбивают многоугольник на я  — 2 
треугольника.

Сумма углов многоугольника, имею­
щего я  сторон,—составляет 2d (я  — 2).

В правильном многоугольнике каж- 
2 я -  4 .

дый из углов равен — ^ а.

Правильный многоугольник вполне 
определяется заданием одной из сторон.

4) Ч е т ы  р е у г о л ь н и к .  Во вся­
ком четыреугольнике сумма углов 
равна 4 d.

Четыреугольник определяется зада­
нием п я т и  составных элементов.



5) Т р а п е ц и я. Во всякой трапеции 
сумма углов, прилежащих к непарал­
лельным сторонам, составляет попарно 
по 2rf.

Трапеция определяется заданием 
ч е т ы р е х  составных элементов.

6) П а р а л л е л о г р а м м .  В парал­
лелограмме:

противоположные углы попарно 
равны;

противоположные стороны равны;
диагонали в точке пересечения 

взаимно делятся пополам;
каждая из диагоналей делит парал­

лелограмм на два равных треугольника.
Параллелограмм определяется зада­

нием трех составных элементов,
7) П р я м о у г о л ь н и к .  Во всяком 

прямоугольнике диагонали равны.
Прямоугольник опреде-тяется зада­

нием двух неравных сторон.
8) Р о м б. Диагонали ромба взаимно 

перпендикулярны и разбивают ромб 
на четыре равных треугольника.

Ромб определяется заданием двух 
составных частей.

9) К в а д р а т .  Диагонали квадрата 
равны, взаимно перпендикулярны и 
разбивают квадрат на четыре равнобед­
ренных прямоугольных треугольника.



Квадрат определяется при помощи 
задания только одной стороны.

10) Параллелограммы, имеющие 
одинаковые основания и равные вы­
соты,—равновелики (т.-е. имеют равные 
площади).

Треугольники, имеющие одинаковые 
основания и равные высоты—равно­
велики.

Треугольник и параллелограмм 
равновелики, если последний имеет 
высоту, равную высоте треугольника, 
а основание его равно половине осно­
вания треугольника; или высота его 
составляет половину высоты треуголь­
ника, а основание равно основанию 
треугольника.

111 К р у г .  Центр круга лежит на 
перпендикуляре, восставленном к хорде 
и проходящем через ее середину.

Хорды одинаковой длины отстоят 
на равных расстояниях от центра.

Две касательные, проведенные к 
окружности из одной точки, имеют 
одинаковые длины от общей точки, из 
которой они выходят, до точек ка­
сания.

Центральный угол вдвое больше 
вписанного угла, опирающегося на 
ту же дугу.



Во всяком выпуклом вписанном 
четыреугольнике сумма противополож­
ных углов равна 2d.

Во всяком выпуклом описанном 
четыреугольнике суммы противополож­
ных сторон равны.

12) П р о п о р ц и о н а л ь н о с т ь .  
Прямая, проведенная в треугольнике 
параллельно какой-нибудь из сторон, 
рассекает две другие стороны на части 
пропорциональные.

Биссектриса любого угла треуголь­
ника, как внутреннего, так и внешнего, 
пересекает противоположную сторону 
или ее продолжение в такой точке, 
расстояния которой от конца этой 
стороны пропорциональны соответ­
ственно другим сторонам треугольника.

Три медианы треугольника пересе­
каются в одной точке; эта точка отсе­
кает от каждой медианы третью часть, 
считая от соответствующей стороны.

Три высоты треугольника пересе­
каются в одной точке.

13) П о д о б и е .  Два треугольника 
подобны, если

а) две стороны одного треуголь­
ника пропорциональны двум сторонам 
другого и углы, заключенные между 
этими сторонами, равны;



b) два угла одного соответственно 
равны двум углам другого;

c) три стороны одного треуголь­
ника пропорциональны трем сторонам 
другого.

В подобных треугольниках сход­
ственные стороны пропорциональны 
сходственным высотам.

Высота, опущенная из вершины 
прямого угла прямоугольного треуголь­
ника, разбивает треугольник на два 
треугольника, подобных между собой, 
и подобных, каждый в отдельности, 
всему основному треугольнику.

Высота прямоугольного треуголь­
ника есть средняя пропорциональная 
между отрезками гипотенузы.

Каждый из катетов прямоугольного 
треугольника есть средняя пропор­
циональная между гипотенузой и 
прилежащим к этому катету отрез­
ком.

Периметры подобных многоуголь-' 
ников относятся как сходственные 
стороны.

14) П р о п о р ц и о н а л ь н о с т ь  
п л о щ а д е й .  Треугольники или 
параллелограммы, имеющие одинаковые 
высоты, относятся как их основания, 
и наоборот.



Треугольники или параллелограммы 
относятся как произведения их высот 
на основания.

Площади подобных треугольников 
относятся как квадраты сходственных 
сторон.

Площади подобных многоугольни­
ков относятся как квадраты сходствен­
ных сторон.

15) П р о п о р ц и о н а л ь н ы е  л и ­
н и и  в к р у г е .  Произведение диаго­
налей вписанного выпуклого четыре- 
угольника равно сумме произведений 
его противоположных сторон (теорема 
И т о л о м е я).

Если две хорды пересекают друг 
друга, то произведение отрезков одной 
из них равно произведению отрезков 
другой.

Если из одной точки проведены 
к кругу две секущие, то произведения 
каждой из секущих на ее внешнюю 
часть равны.

Если из одной и той же точки про­
ведены к кругу секущая и касательная^ 
то длина касательной есть средняя про­
порциональная между длиной секущей 
и ее внешней частью.

16) Г е о м е т р и ч е с к и е  м е с т а .  
1. Геометрическое место точек:



a) отстоящих на одинаковом рас­
стоянии X  от одной и той же данной 
точки Р,  есть окружность радиуса х  
с центром в точке Р\

b) отстоящих на одинаковом рас­
стоянии от двух данных точек Р  к Q, 
есть перпендикуляр, проходящий через 
середину отрезка PQ\

c) отстоящих на одинаковом расстоя­
нии X от одной и той же прямой L ,— 
суть две параллельные прямые, про­
ходящие на расстоянии X от прямой Z,;

d) отстоящих на одинаковом рас­
стоянии от двух параллельных пря­
мых L и G, есть прямая, параллель­
ная двум данным и проходящая по 
середине расстояния между L и G;

e) отстоящих на одинаковом рас­
стоянии от сторон угла, есть биссек­
триса этого угла.

П. Геометрическое место центров 
окружностей:

a) касающихся данной прямой L 
в одной и той же точте Р,  есть пер­
пендикуляр к прямой L, проходящий 
через точку Р;

b) имеющих один и тот же радиус г 
и проходящих через одну и ту же 
данную точку Я, есть окружность 
радиуса г. с центром в точке Я ;



c) проходящих через две данные 
точки Я  и Л, есть перпендикуляр, про­
ходящий через середину отрезка РА\

d) касающихся сторон какого-ни­
будь угла, есть биссектриса этого угла;

e) касающи»ся окружности Сводной 
и той же точке Я, есть прямая, являю­
щаяся продо 1жениемотрезка соединяю­
щего центр окружности С  с точкой Я.

III. Геометрическое место в е р ш и н  
прямого угла всех прямоугольных 
треугольников, имеющих общую гипо­
тенузу, есть окоужность, построенная 
на данной гипотенузе как на диаметре.

Геометрическое место точек, обла­
дающих тем свойством, что касатель­
ные, проведенные из них к данной 
окружности, имеют одну и ту же 
длину,— есть окружность, концентри­
ческая данной окружности.

Геометрическое место вершин тре­
угольников, имеющих общее основа­
ние и одинаковые площади, есть пря­
мая, параллельная данному основанию.

Геометрическое место вершин тре­
угольников, имеющих общее основа­
ние и одинаковые углы при вершинах, 
есть дуга окружности, дополняющая 
до полной окружности дугу, на кото­
рую опирается данный угол.



Вычисление площ адей .
1) Площадь параллелограмма =  ,§̂ /2 

( g  — основание, h — высота).
2) Площадь прямоугольника =  аЬ 

{а » Ь  — стороны прямоугольника).
3) Площадь квадрата =

4) „ треугольника =  ^  =

аЬс /-------------- -------- -
-  - 4 7 -  =  ¥ Р ( Р - а )  ( р  - Ь )  ( р - с ) .

( а , Ь . с  — стороны треуг.; г — радиус 
описанного круга; р  — гголупериметр).

5) Площадь равностороннего тре­

угольника =  .
4

а . п  h ( a  + Ь)6) Площадь трапеции =  —

(а  и А суть длины параллельных 
сторон).

7) Площадь правильного л-уголь-
п  ■ а -о ,

ника = ----- 2----  (р — радиус вписан­

ного круга или апофема).
8) Длина окружности =  2 л г  (где 

л  =  3,1416...).



9) Площадь круга =  длина 
дуги (а  — центральный угол, опираю-

, а г п
щийся на данную дугу) =  -  .

loU
10) Р а в н о с т о р о н н и й  т р е ­

у г о л ь н и к  (а — сторона; h — высота; 
г  — радиус описанного круга; р — 
радиус вписанного круга; S —площадь).

 ̂=  4  =  1 ^ ^  =  ^

=  / т =  Зр2 / Т

и  К в а д р а т .

г ^ ^ У ~ ^ = о У г

S  =  a^ =  2r^ =  4р2.



12) П р а в и л ь н ы й  п я т и у г о л ь ­
н и к .

^  1 0 ^  2 У  t  =  2р \ / 5 ^ W f

^  =  4 ^ / 5 0 + 1 0  ] / Х = р  ( 1 / 5 - 1 )

Р =  45- 1/ 2 5 +  10 Y~5 =  

( У Т +  1)

=  > /■ 25+ 10  1/^5 =
^ ^ 2    __________________

=  - - ] / ю  +  2 | /  5 =  5 р 2 |/5  — 2 V 5 .

13) П р а в и л ь н ы  й+* ш е с т и ­
у г о л ь н и к .

r  =  a =  ^ V Y  

S  =  ^ y T = ^ r T = 2 o ^ V 3 .

14) П р а в и л ь н ы й  в о с ь м и ­
у г о л ь н и к .

a = = r V 2 — Y ' 2  ==2д { Y  2 - 1)



r = ^ | / 4 - f -  y 2 = p l / 4 - 2 V 2

e =  ^ ( ^ Y + l )  =  / 2  +  V  2

S =  2я2(/'Г-|- 1) =  2r2 У Т =  
0 ^ 2 - 1 ) .

15) П р а в  и н ы й  д е с я т и ­
у г о л ь н и к .

а =  - ^  =

= ^ \ / b ^ 5 ^ ~ 2 Y t )  

r =  ~  (> ^■ ^+ 1 ) =

=  - | - | / l O ( 5 - l / - ^

0 =  ~ - у 5  +  2У  5 =

=  - [ - ] / 2 (b +  Y b )
5a2

5  =  ^ V 5  +  2 > "5  =

=  ^  y i o - 2 / ’5 =

=  2 0 2 ^ 2 5 — 10 Y 5 .



— со —

Т р и г о н о м ет р и я .
Гониометрия.

О п р е д е л е н и е  т р и г о н о м е ­
т р и ч е с к и х  ф у н к ц и й .  Обозначив 
через а  и 6 катеты прямоугольного 
треугольника, через с — гипотенузу, 
через а  — угол, противолежащий 
катету а, — и через р —  угол проти­
волежащий катету 6, — будем иметь:

sin П=г:

t g u  =

с
а

sec а =  —г о cosec а ~  ■

З н а к и  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  
ф у н к ц и й  п о  ч е т ы р е м  ч е т -

в е р т Я м:

Ч етверти sin cos ‘g c tg

1
II

III 
VI

+

11
+

!

+ +

+
+



З н а ч е н и я  т р и г о н о м е т р и ч е- 
е к и х  ф у н к ц и й ,  с о о т в е т с т в у ю ­

щ и е  у г л а м :
0°, 90°, 180°, 270°, 360°:

Функц. 0° I 90° 180° 270° 360°

sin 0 +  1 0
1

— 1 0
cos +  1 0 — 1 0 +  1
tg 0 +  oo 0 +  oo 0

ctg +  00 0 4 -0 0 0 — oo

Н е к о т о р ы е  ч а с т н ы е  в а ж н ы е  
з н а ч е н и я  т р и г о н о м е т р и ч е ­

с к и х  ф у н к ц и й :

Ф у н к ц и и 30° 45° 1 60°

sin 1 / ■ 3
2 2 2

cos V Y V ' 2 1
2 2 2

tg
V Y

3
1 V I

ctg V~3 1
у +

3



— 62 — 

Ф о р м у л ы  п р и в е д е н и я :

90 -  о 
90“+  а 

180°— а 
180°+  а 
270°— а 
270"+  а 
360°— а

— sin о
+  С09 а
+  cos а 
+  sin а
— sin а
— cos а
— соз а
— sin а

+  cos о 
+  sin  а
— sin а
— cos а
— cos а
— sin а 
+  sin  а 
+  cos а

‘S ctg

- i s  а 
+  ctg а
— ctg  а
— tg  а 
+  t g a  
- -  с g а
— • c tg  а
— tg  а

— otg а 
+  tg  а
— tg  а
— c tg  а 
+  c t g a  
+  tg  а
— tg  о
— c tg a

sin (45° — a) =  cos (45° +  a) 
cos (45° — a) =  sin (45° -)- a) 
tg (45° — o) =  ctg(45° +  a) 

ctg ( 4 5 ° - a) =  tg (45° +  a).

Важ нейш ие гониом етрические  
форм улы .

1) sin’ a cos’ a  =  1
, sin a2) t g o  =

3) c tg a  =

cos a 
cos a

4) sec a =

sin a 
1

cos a

5) cosec о =  . —  
sin a



6 ) t g o  c t g a  =  l^  •

7) l  +  =

8) l  +  ctg’ a  =  ^ „

9) s in  a  =  I  
co s  a  =  / 1  -  sin^ a  )

10) t g  a  — Д I

t g a
12) sin a =

 ̂ l / l + t g ' ^ a
ctg о

•’ >“ “ =  у г р Г »  

‘ ‘ ' • ' " “ " i T T s p . -
sin a  _

‘« ' « “ “ j T P S P
у  i r i ^ c o ? a

“  ~cos a



16) Ctg a =  — ”___ =
У 1 — COŜ O

V 1 — sin2 g 
“  sin a

17) sin ( a +  .8) =
=  sin a  cos /3 +  cos a sin Д

18) cos (a  +  8) =
=  cos a COS j8 — sin a sin ff

19) sin (a  — 8) =
=  sin a cos /a — cos a  sin ff

20) cos (a  P) =
=  cos о  cos ;8 +  sin tt sin P

,3 ,

25) sin ( — /8) =  -  sin p  . ' 
sin (a — p) =  —  sin (P — a)

26) Cf s ( — 8) = c o s  8 \  
cos (a  — p)  — cos (P — a) I

27) t g . ( - P )  =  - t g p
tg { a - P )  =  -  tg (P — a)



28) ctg { — P ) — ctg P 
ctg (a — /f) =  — ctg iP —  a)

29) sin 2a =  2 sin ч cos 4

30) sin a  — 2 sin |  cos ^

31) cos 2a =  cos’ a  — sin^a

32) cos a  =  cos'- ^  — sin’ *

2 l s |
34) t g a - = --------------

  „ , ctg’ a -  1 C t g a -  tg a
30) c t g 2 a : = - 2 ^ ,^ ^  =  — 2--------

ctg’ | -  1
36) c tg a  = ...........  =

2 c t g ' ;

- y  ( c t g ^ - t g ^

37) sin 3a  =  3 sin a — 4 sin’ a \ 
cos 3a =  4 cos3 a — 3 cos a I

М атем ати ческие ф огм уды .



38) 2 cos“ a  =  1 +  cos 2a 

2 cos’’ ^  =  1 +  cos a

2 s i n ^ - | - = l - c o s a

- COS a
г  "

L — COS a

sin a  
sin a

39) 2 sin® a  =  1 -  cos 2a j
■ 9 1i n ^ - 2 = l -

40) cos =  У -  -

41) sin I  =  | / -
' a' sin a 1 — cos a

42) tg Y  =  1 Y  cos a ~
a 1 +  cos о

43) ctg у — gjjjgj " " I  — COSO

44) sin a  +  sin ^  =
a  -I- /8 a — p 

=  2 s in -  - y  cos

45) sin о  — sin Д =

. =  2 cos sin

46) cos a  -[- cos ^  =
=  2 cos cos

47) cos a  — cos ^  =  
a +  "

=  -  2 sin sin

a - J
2

0 - ^ 1
2

a  — ^



48) s in a  +  co sa  =  V^2 sin ( 4 5 ° + a)
49) cosa  — s i n a =  1^2 ■ cos(45°+ -a)

t g ° + ^
sin о +  sin y8 2

50)

51)

sin a  — sin ^  , a — i
t g ^

sin a  ±  sin _  a ± t  
cos a  +  cos )S ~  ® 2
sin a r t  s in /; _   ̂
c o s /8- s i n  a  2

55) ctg о ±  tg  ^’ ^  ^ sin a  cos /(

56) t g a  +  c tg a  =  - ^

57) tg  a  — ctg a  =  — 2 ctg  2a. 
ед.) t g g +  tg 8  _  s in (g  +  ^)

tg  a  —  tg  /8 sin (a —  /8)
59) s i n ( a - f  Д -+ у )= 5 1 п асо з8 с0 8 у -+  

+  sin /8 cos a cos у -+  sin у cos a  cos 8 —
— sin a sin 8  sin у

60) c o s (a + -8  +  y) =  c o sa c o s8 c o sy — 
— sin a  sin 8 cos у — sin a  sin у cos /8 —

— sin /8 sin у cos a



Ф ормулы, относящ иеся к реш е­
нию треугольников.

а, Ь, с —  стороны треугольника; 
«, 8, V— углы, противолежащие соот­
ветственно сторонам а.Ь W с\ р — полу- 
периметр; 5' — площадь; , Л,, , —
высоты, опущенные соответственно на 
стороны а, Ь, а с\ г  — радиус опи­
санного круга; р — радиус вписанного 
круга.

« +  8 +  ;'= - 180° 

l+ f
sin (р +  у) =  sin (180° — а) = 

=  sin а
соз (Р +  г) ^  cos (180° — а) =  

=  — cos а
1)

sin =  sin 9 0 ° -  „ =

cos P +  r

=  cos -

=  COS 90° —

=  sin



2) a . b . c  =  sin « ; sin / ( : sin 7 (теорема 
синусов).

i /Zjj =  b sin"/ =  с s in ,7

hi, =  с sin a  =  a sin /  
he =  a sin,9 =  b sin a.

 ̂ = 2 .

4)

5)

sinn  sin,/? sin-/ 
a =  2 rsin f£  
b =  2/-sin /i 
с 2 r s i n 7 .
a = b cos 7 4 - с cos // j (теорема 
6 =  с cos a  - f  n cos 7 [ проек- 
c =  £? COS/8 4 -b  cosa  J ций).

'  a — h

5 4 - с 
d

tg  “s  2 •
,/? — 7

cos y

(формула 
H e П e p a).

sin

h — c sin

cos

2
a

(формулы 
М ол ь- 
вейде).



. a»=fe<‘+ c - - 2 6 c  co sa
8) 62= a '^ + c 2__2 ac-cos,8  

c’= a ^ + 6 2 —2a6 . cosy
a +  6 +  c =  2/7 

_ a  +  6 +  c =  2 ( / 7 - a )
9) д _ Ь - - с  =  2(/7 — 6) 

a  +  6 - c =  2 ( p - c ) .

_5 TO , •
3 S TO ro
,g g-я  о 
S . К С  °-

10) s m y  =  | /   - i c

cos «
a  _ i / p ( p  —  a)
z  -  y  ' be

11) s i n a  =  /7(p—Я) ( Д ^ ^ )  (/7 с)

12)

* a  _  | / (P - b ) ( p  —  c ) . 
^ 2  V  p i p - a )

p - a

p i p  —  b) 
Q

' p - b
I_  _  I  / (+ — <t) (p — fe). 
2 r  p i p  —  c)

p  — c.



1QN с _  V bcs \na  ac smp1 3 )  5 ----------------------------- =

14) $  — sin 8 sin 7 _  IP sin a sin-/ _
~  2 sin a  ■“  2~sin8

2 sin у

15) 5  =  2Я  sin a  sin8  siny =

16) 5  = У ^ С р - а ) { р - Ь ) ( р - с )  =
=  0- p

17) 5  — p2 ctg ctg Y  ctg 2

18) p =  (/; — a ) t g Y  =

=  {p —  b ) t g - ^  =  (p —  c) tg ;

19) p =  4 /-sin °  sin - ^ s in - ^
^ U U

20) p  =  4 a- cos ~  cos cos .
Z ^ С



правильны й многоугольник.
г  — радиус круга; а — сторона впи­

санного многоугольника; а ' — сторона 
описанного многоугольника; S — пло­
щадь вписанного многоугольника; 
S'  — площадь описанного многоуголь­
ника.

ЗбО'̂
Центральный угол С =  - — .

a =  2 rs in  ; a ' = 2 r t g  

S  -= '‘̂  sin С; S ' =  nr^ t g ^  .

Прямоугольны й сф ерический  
треугольник.

a  и 6 — катеты; а  и /3 -  противо­
лежащие им соответственно углы; 
с — гипотенуза.

1) cos с =- cos а cos Ij
2) sin й =  sin с sin а
3) cos с =  ctg с  ctg /?
4) cos и --- cos a  sin ,S
5) tg a  =  sin 6 tg  a  
У) tg b  =  t g c c o s n



О строугольны й сферический  
треугольник.

а Ь,с  — стороны; а. V — противо­
лежащие им соответственно углы. 

Теорема косинусов: 
cos а =  cosh  cos с +  sin 6 sin с cos а 
cos h -  cos fl cos с -4- sin a sin с cos p 
cos с -  cos a cos h -j- sin a sin h cos у 
Теорема синусов: 
sin a : sin 6 : sin e =  sin a  : sin 8 ; sin у 

=  sin b sin у =  sin с sin 8 
/Zj =: sin a sin у - -  sin с sin a 

~  sin a  sin 8  — sin h sin «. 
Формулы Г а у с с а :
. N ^ ^  71) COS cos ------  =

a Vz - |- с
= = sm j  cos 2

2) c o s | s i n . ^ ± : - ^  =

a  b — с
=  cos cos - -

. . . .  O' 8  — 73) sin Y  cos — —  =

. a . с — sin sin — .Ij



4) Sin I  Sin

a  . b — с 
= . cos у  sin

С тереометрия.
О б о з н а ч е н и я ;  S — площадь осно­

вания; М  —  боковая поверхность; О — 
полная поверхность; V  —  объем.

1) Треугольная прямая п р из ма .
a) В основании лежит р а в н о с т о ­

р о н н и й  треугольник; а — его сторона; 
Я — высота призмы.

S =  — М  =  З аН;
4

0  =  M  +  2 S y = ~ { 6 H + a V - 3 ) ;

V  =  S H  =  ^ V ^ .
4

b) Основание представляет из себя 
р а в н о б е д р е н н ы й  треугольник; с —  
длина его основания, — длина одной 
из равных сторон; Я  — высота призмы.

S = y l / ( 2 6  +  c ) ( 2 6 - c ) ;

М = Н ( с  +  2Ъ);
0  =  M + 2 S ;  
V = S H .



с) В основании лежит к акой - 
н и б у д ь  т р е у г о л ь н и к  вообще; а, Ь, 
с — стороны его; Н  — высота призмы.

S  =  ~  У ( Т + Т + + Г ( ^ 'б Т ^ )  X

, X  У  {а +  6 — с) (5 — а +  с ) ,
М  =  Я ( а  +  5 +  с);
0  =  M  +  2 S ;
V  =  SH.

2) Четыреугольная прямая призма.
a) Б основании лежит к в а д р а т ;  

а — сторона его; Н — высота призмы.
S =  a2; А1 =  4 аЯ ;

О =  Л1 +  2 5  =  2 а  (а  +  2Я );
V = S H  =  ^ H .

b) В основании лежит п р я м о ­
у г о л ь н и к ;  а и 5 стороны его; Я  — 
высота призмы.

5  =  а6; М  =  2 Я ( а  +  6);
0  =  УИ +  2 5  =  2 [а6 +  Я ( а  +  6)1;

1 / = 5 Я = а 5 Я .
c) Основанием призмы служит ро мб  

а  — сторона его, d  — меньщая диаго­
наль; Я  — высота призмы.

d
•5 =  у У ( 2 а  + r f ) ( 2 f l  - r f l ;  

V = S H ;



il) В основании лежит п а р а л л е л о ­
г р а м м ;  а и Ь его «стороны, d —мень­
шая диагональ; / / —высота призмы,

й -{- Ъ d =  2 р',
S = 2V р(р — а) ( р - Ь ( р - с у ,

M  =  2 H ( a - h ) ;
0 = Л 4 Н - 25;

V  5Я .
е) Основанием является р а в н о ­

сторонняя т р а п е ц и я ;  а  и Ь — парал­
лельные стороны трапеции; с —непарал­
лельная сторона; h — высота трапеции; 
Н  — высота призмы.

уИ -  (а -4- 6 - f  2 0  Н;
0  =  Л Г + 2 5 :

V ^ S H  ^

3) К уб . а  — ребро куба.

5  =  я’; О . - 6  «2;
4] П р я м о й  к р у г о в о й  ц и л и н д р  

л — радиус основания; / / — высота.
5  =  л г - \ М  =  2 л гН ;

0  =  2 л г { г + Н ) \  У = л г Ч / .



5) П р а в и л ь н а я  т р е у г о л ь н а я  
п и р а м и д а  о — сторона основания; 
Ь — ребро пирамиды; Н  — высота пира­
миды.

5 = " / 1 /  3 ; .

н

0  =  S - \ r  М \

6) П р а в и л ь н а я  ч е т ы р е у г о л ь -  
ная  п и р а м и д а ,  а — сторона основа­
ния (основанием является квадрат); 
Ь — ребро пирамиды; Н — высота пира­
миды.

5  =  «а; УИ =  2 ай; Я  =  | /  If- -  ;

О ---/И -1-5' =  а (а 4 -2 5 ) ;



7) П р а в и л ь н а я  п я т и у г о л ь ­
н а я  п и р а м и д а .  а — сторона осно 
вания; 6 — ребро пирамиды; Я — высота 
пирамиды.

Я  =  | / й 2 _ ^ ( 5 + | / ' 5 ) ;

5  =  ^  / 5 ( 5  +  2 1 / ^ ) ;

"  3 -

S H
о  ==5 + /И; V:

8) П р а в и л ь н а я  ш е с т и у г о л ь ­
н а я  п и р а м и д а ,  а — сторона осно­
вания; Ь— ребро пирамиды; Я — высота
пирамиды. ______

Я = У & 2 - й 2 ;

М =  3 а | / ' 6 2 _

0  =  S  +  M;

у  =  ^  =  - ^ У з  (& 2_а2)

}



9) П р я м о й  к р у г о в о й  к о н у с .  
г — радиус основания; I — образую­
щая конуса; Н — высота конуса.

Я =  1/ / 2Р Г 72 ;

5  =  n f i \  М  =  пг1\

0 /11 \ 1 г=  Я (г +  /-) г; v =  — ^  .

10) У с е ч е н н а я  п и р а м и д а  
(правильная). 5  — площадь нижнего 
основания; а — сторона нижнего осно­
вания; S — площадь верхнего основа­
ния; 5 — сторона верхнего основания; 
п — число сторон основания; Н  — вы­
сота усеченной пирамиды; d — апофема 
усеченной пирамиды.

М =  d -п-, 0  =  A f - f 5  +  s;-

11) У с е ч е н н ы й  к о н у с ,  г — ра­
диус нижнего основания; q  — радиус 
верхнего основания; Н — высота усе­
ченного конуса; I — образующая.

Н  —  —  ( г  — р)2; М  =  п  ( г Q) I',
п Н



— so —

12) 111 a p. / — радиус iiiapa.

О 4я:0; V  ^ .ГГ'.
О

13) Ш а р о в о й  с е г м е н т ,  г  —р а­
диус шара; Я — высота сегмента: 
о — радиус основания сегмента; К  -  по­
верхность сегмента без площади осно­
вания; О — полная поверхность.

К  - 2л  гН\ V  =  (Эг— Я);

р’ =  Я ( 2 г - Я ) ;  0 = А Г + р % .

14) Ш а р о в о й  п о я с ,  г — радиус 
шара; а и 6 — радиусы нижнего и верх­
него оснований пояса; Я  — высота 
пояса.

М  2пгН\ 0  =  М +  (а^ +  Ь-) л ;

К = - ^ ( З а - '  +  ЗЙ’ +  Я2).

15) Ш а р о в о й  с е к т о р , л — радиус 
шара; Я  высота шарового сегмента, 
составляющего часть сектора.



П р а в и л ь н ы е  м н о г о г р а  м- 
н и к и .  г — радиус описанного шара; 
о — радиус вписанного шара; а — ребро 
многогранника.

16) П р а в и л ь н ы й  ч . е т ы р е х -  
г р а н н и к  ( т е т р а э д р ) ;

0  =  « 2 У з ;  1 / = ^ У 2 -

17) П р а в и л ь н ы й в о с ь м и ­
г р а н н и к  (_окта*'Э д р ):

r  =  - f  =

0  =  2 в = 1 /3 ; l / = - ^ y  2 .
О

18) П р а в и л ь н ы й  д в а д и а  т и- 
г р а н н и к  ( и к о с а э д р ) :

r = - j - y ^  2 ( 5 '+ | / 5 ) :

_  а (3  +  У 5 ) ,

^ ~  4 1 /1

О =  5а-’ У  3; V =  (3 +  V  5).



19) П р а в и л ь н ы й  д в е н а д ­
ц а т и г р а н н и к  ( д о д е к а э д р ) .

'• =  ~ ( K 3  +  V 15);

n ^ - ^ - | / 5 0 T 2 2 ] 7 ^ ) .
4 Г 5 -

0  =  3д21 /2 5 -Ь 10 г .б ;

K = - J  ( 1 5 - j - 7 T ^ ) .

Аналитическая геометрия 
на плоскости.

1) Уравнение прямой, проходящей 
через начало координат и образующей 
с положительным направлением оси Л' 
угол а;

у  =  (h =  t g a ) .  V

2) Уравнение прямой, отсекающей 
на оси У отрезок т  и образующей 
с положительным направлением оси А" 
угол а  ( у р а в н е н и е  п р я м о й  
с у г л о в ы м  к о э ф ф и ц и е н т о м ) : ,

у  =  / г х + т  (5 =  t g a ) .  V



3) Уравнение прямой, отсекающей 
на осях координат отрезки а л Ь  (отре­
зок а  — на оси X  и отрезок 6 — на оси Y) 
(уравнение прямой в о т р е з к а х ) :

а о
4) Уравнение прямой, проходящей 

на расстоянии р  от начала координат 
(считая по перпендикуляру, опушен­
ному из начала координат на прямую):

X  cos а  -\~у  sin а  — р  =  О, 
где а  есть угол, который образует 
перпендикуляр р  с положительным 
направлением оси X  ( н о р м а л ь н ы й  
вид уравнения прямой).

5) О б щ и й  вид уравнения при­
мой):

А х  +  В у +  С =  0.
6) Уравнение прямой, проходящей 

через две данные точки Pi i x ^ ,  Pi) 
и Яг (Х2, Уа):

У — У1 ^  х  — х  ̂ V
У2— У1 Х2 - Х 1 '

7) Уравнение прямой, проходящей 
через данную точку P j (х^, у{)  по 
данному направлению к {к =  tg  а ) :

У - y i  =  k { х -  Ху).



8) Угол между двумя прямыми, 
имеющими угловые коэффициенты

9) Уравнение прямой, проходящей 
через данную точку P i(X j, j/j) и пер­
пендикулярной к другой прямой, имею­
щей угловой коэффициент к:

y - y i  =  ^1^-

10) Уравнение окружности (а и 6 — 
координаты центра окружности; г  — 
радиус окружности):

( x - « ) - ’ + ( j z -*)2  =  r 2. V/

11) Уравнение окружности в слу­
чае, если начало координат лежит 
в точке окружности и ось Y  есть 
касательная к окружности в начале 
координат:

У =  ± У 2  г х  —  х2.

12) Уравнение окружности отне­
сенное к центру (начало координат 
совпадает с центром окружности);



13) Уравнение касательной к окруж­
ности в точке P i [Ху, уу):

х х у - \ - у у у = г К
14) Уравнение нормали к окруж­

ности в точке Ру [ху, Pi);

v = ^ x .
•’̂ 1

15) Уравнение эллипса:

5 + S - 1 -  V
16) Уравнение гиперболы:

У  _  У  =г 1 '

17) Уравнение параболы:
у2 =  2 р х - р 2 .

18) Уравнение эллипса, отнесенное 
к вершине:

рх^у2 =  2 р х -  .

19) Уравнение гиперболы, отнесен­
ное к вершине;



20) Уравнение параболы, отнесен­
ное к вершине:

— 2рх.

21) Уравнение эллипса, отнесенное 
к фокусу, в полярных координатах:

/• =
1 -f- е cos ф

22) Уравнение гиперболы, отнесен­
ное к фокусу, в полярных координа­
тах:

1 — е cos ф ’

где /■ и gs — суть полярные коорди-
с

наты, р  -  полупараметр и е =  -— —

эксцентриситет; для эллипса « < 1  и для 
гиперболы е >  1.

23) Уравнение параболы, отнесен­
ное к фокусу, в полярных координа­
тах (полюс совпадает с фокусом):

1 — cos ф 

(для параболы е =  1).

\



24) Уравнение касательной в точке
Р Л х ь У д -

a) к эллипсу;

д2 +  Й2 V

b) к гиперболе;

x x i  y v i _ . .
«2 6 2 - 1 ’

c) к параболе:
уу^ =  р { х  +  Xi).

25) Уравнение нормали в точке 
Рх i.xv  Л ):

a) к эллипсу;

b) к гиперболе:

c) к параболе: i

у - л  =  - ^ ( х г - х , ) .



Дифференциальное и ин­
тегральное исчисления.
п р ои зв одн ы е элем ентарны х  

ф ункций.
1) у  =  С { С — постоянное колич.),

f - = 0 .d x
2 ) у  =  х \  

dx

rfy _  па _„ . _J
d x ^  У + 1  ~

n

4) у  =  a \ / x .
d y  a ” ---------
r  =  1/  P  - «d x  n * ^

n fii
5) у  =  a ] /  x ”' =  a x ’" ,

n m
^  =  a V  ?"-> ' =  ^ a x " - '  d x  n '  n ■



1 
26) у  =  I  x  == X 

dy  _  1 _  L /
d x  2 | / x  2

7)

dx

8) у  =  .

- ^  =  а М п а .  
dx

9) y  =  l nx ,

dy 1
d x ~  X '

10) y ^ l g a - ’̂ - 

dy 1 1 Л1

d x ~ ~  X  л : I n a  " X

где M  =  0,43429 . .  .

11) у  =  sm x , , 
dyf- =  cos X. 
dx



12) у  =  cos X, 
dy

- —  sin X.dx
13) y  =  tg x , 

dy _  1

dx  cos2 X '
14) у  =  ctg X, 

dy 1

dx . sin2 X

15) у  =  arc sin x ,

dy __ 1

~  ■

16) у  =  arc cosx,

dy 1

d x ~ ~  ■

17) у  =  arc tg x ,

dy  1

dx ~  l / f x 2 ■

18) у  =  arc ctg X,

dy   у

dx~~  1 +  x2 ■



Таблица простейш их инте­
гралов.

1) 1 “ а dx =  а х с .

3) j e^dx^e^A^c

4) ^-dx — \nx-\-с

6) J “sin X dx =  — cos X -j- с

7) J  cos X dx =  sin X -j- с

8) co sx  dx =  a • sinx +  c



" ’У ' +
= —  arc cos X - f  c,

1 2 ) ^ Д ^ ^ ^ 2 - а г с  tgA- +  c =  

= — arc c t g x +  Cl

КОНЕЦ.
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